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Введение
Использование пучков тормозного излучения в физических экспери­
ментах, а т ак ж е  расчет технических устройств, в которых применяется 
тормозное излучение бетатрона (в частности, радиационных дефектоско- 
по»в и интроекопов) при корректной оценке точности эксперимента 
и чувствительности устройств требует знания статистических х аракте­
ристик излучения.  Однако применение обычных статистических методов 
описания пучка тормозного излучения следует вести с осторожностью; 
в строгой постановке вопроса пучок излучения описывается обобщенным 
сингулярным случайным полем [ 1], так  что распределение вероятностей 
для  описывающей пучок функции в каждой конкретной точке не сущест­
вует, хотя практически всегда будет получено, ибо измерительный при­
б о р к е  помощью которого мы будем регистрировать пучок, неизбежно 
производит усреднение по энергетическому спектру, времени и площади 
регистрации. В статье, при некоторых ограничениях,  упомянутых ниже, 
описываются статистические характеристики пучка.
Модель процесса генерации
А. Н ами принята следующая модель описываемого процесса. Поток 
ускоренных электронов бетатрона,  сбрасываемый на мишень-радиатор,  
представляет последовательность импульсов,  длительностью (3— 15)
I O ' 6 сек, следуемых с частотой /. Каждый импульс n к (Eeit) имеет 
определенную форму во времени t и распределение числа электронов по 
энергиям E er т а к  что общее число электронов в пачке определяется:
т к Ект
пк = \ \ п к (Ее- t ) d E edt. (1)
о о
Малая врем ен ная  длительность  импульса і к по сравнению  с ин­
тервал ам и  времени регистрации At, имеющими место в б о л ьш и н стве  
случаев  практики,  и незначительный энергетический разброс  э л е к т ­
ронов в конкретном  импульсе  по сравнению со средней энергией Ek 
в этом импульсе  позвол яю т  аппроксимировать  распределения  пк(Ее\ t) 
8-функциями,  т. е.
пк(Ее; t) = nKï ( E - E K) H t - f K). (2)
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Т ак и м  образом ,  конкретная  s-ая реализация  случайного  процесса 
п ( Е е; t )может  бы ть  представлена  последовательностью:
СЛ
»<'> (Eg, t) =  2  -  ) 8 U  -  # ’)•
— CZ)
Множество последовательностей a  (E pit) образует некоторое функ­
циональное пространство R(n), на котором обычным образом может 
быть задано распределение вероятностей.
Б. Пучок квантов тормозного излучения описывают заданием функ­
ции распределения числа квантов [6] по элементам dY =  dFdEQdt  фазо­
вого пространства Г, образованного прямым произведением множеств:
F (х, у)  — плоскость, {£}— энергия кванта,  {й} — направление,  {£} — вре­
мя. Если регистрация пучка осуществляется в плоскости F, перпендику­
лярной оси пучка и расположенной на расстоянии г0 от мишени, то нам 
удобно будет воспользоваться фазовым пространством Y = E x Q X T ,  так 
как существует однозначное соответствие между сій и dF. Обозначая со­
вокупность переменных (Е; О; t) вектором Г б Г , мы 5-ую реализацию
функции распределения числа квантов в Г будем записывать: N(s> (Г) .  
Множество реализаций N (Г) образует функциональное пространство 
R( AT), элементами которого будут поля, определенные на Г. В R(N)  
такж е  может  быть задано распределение вероятностей.
В. Теперь мы можем процесс генерации пучка тормозного излучения 
математически представить стохастическим отображением T n 
пространства R(ti) в пространство R(N).
R ( N )  = T nR(n).  (4)
Физический смысл стохастического оператора T n заключается 
в том, что д а ж е  при детерминированности п (п не флуктуируют) в силу 
квантовой природы процессов радиации поток излучения будет флуктуи­
ровать. Таким образом, флуктуации поля N(Y),  описывающие пучок 
тормозного излучения,  определяются как флуктуациями потока ускорен­
ных электронов п, так  и квантовым характером процессов торможения 
на мишени, что описывается T il. Как  уже упоминалось,  строгое описа­
ние поля N(Y)  требует привлечения аппарата  обобщенных случайных 
функций [1, 2]. Мы не будем пользоваться ими, но упомянем следующие
положения: а) обобщенное случайное поле N (Г) является пределом по­
следовательности гильбертовых случайных полей [2] (т. е. полей с огра­
ниченной дисперсией),  последовательность ковариантных функций кото­
рых содержит ô-образную последовательность; б) гильбертово случайное 
поле может быть аппроксимировано простыми полями (т. е. принимаю­
щими конечное число значений— постоянное значение V w H a A r wC i r )
Допущения
—V
Вероятностные характеристики N(Y)  будут рассмотрены с учетом 
следующих ограничений:
1. Случайный процесс n(Epit), описывающий поток ускоренных 
электронов,  сбрасываемых на мишень, эргодичен; 2) частота циклов 
ускорения f(t)  является стационарным случайным процессом; 3) процес­
сы радиации аддитивны, т. е. каждый электрон при торможении в ми­
шени взаимодействует с ней независимо от других электронов пачки;
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4) пренебрегаем многофотонными процессами на мишени; 5) условная 
вероятность P i j F e излучения у-кванта с энергией в интервале
—V
Ei -f- Fi +  A F1 в телесный угол AQr по направлению Q у при условии,
что тормозящийся электрон имел начальную энергию Ee -г Fe -\-dFe 
определяется через сечение 2  (Ej ; Е\ Q) выхода тормозного излуче­
ния [5]:
Pu (Ee) =  f  f  —  (Е‘ тЕ' ' -П-  d Q d E ^  ■ AEiAQj ( 5 )
■ е> ' ' дЕд QдЕ да еE t A E i
Q  (: A Q j
(для тонких радиаторов  можно воспользоваться формулой Ш иф ф а ) ;  
6) флуктуации рассматриваются  малыми, т. е. отклонения от средних 
значений с заметной вероятностью по крайней мере на порядок меньше 
средних значений.
Согласно вы р а ж е н и ю  ( ) каж дая  реализация  N ( T )  м ож ет  бы ть  
представлена
N  ( ) =  <  N  (T) >  +  SiV(T) =  [ <  Tn >  +  87] ( <  п >  +  on) =
где =  < Т п >  <  п >  +  [ < 7 п > 8 / г  +  о я + ^ Т  <  я  >  +  ЬТЬп ), ( 6)
<  /Ѵ(Г) >  =  < 7 " n > < f t >  — среднее  значение,
8Д7 ( r ) =  <  T n >  Ьп +  оТ <  п >  +  оТоп — отклонение  от среднего .
У читывая  малость  ф л уктуаци й ,  последним членом  пренебрегаем,,  
а в силу аддитивности  процессов радиации на мишени усреднение 
квадрата  oN по всем реализациям  будет  содерж ать  два члена,  так  как
M(ÀT < п  > - Ь п )  = 0. (7)
Отсюда можно заключить,  что поле А/( Г ) , описывающее пучок тормоз­
ного излучения, является  суммой двух некоррелированных компонент: 
одна компонента обусловлена флуктуациями потока электронов,  д р у ­
г а я — вероятностным характером процессов на мишени.
»
Ковариантная  функция поля
На рис. 1 дано у п р о щ е н н о е  изображ ение  отрезка  s -ой р е а л и ­
зации случ айн ого  процесса  п ( е; t)  Эдзсь /+ — моменты начала ин­
т ервал ов  наблю дения ,  AtK — длительности  со о т вет ст ву ю щ и х  ин т ер ­
валов.  Пусть  /-ый им п у л ьс  уск о р ен н ы х  э л ектрон ов  содерж ит  Пкі 
эл е к т р о н о в  с энергией  Е^ (к  — номер  временного  интервала)  В силу 
аддитивности взаимодействия  число 7-квантов  AN[S) (АГ/у ) в элементе  
AYijk =  AEAiJ jAtK фазового  пространства  от /-го иипульса  р а с п р е д е ­
лено  по б и н о м и н ал ь н о м у  зако н у  с. условным средним значением:
A y V r 1 ( A i l 7 l )  =  E J p i j (Etil). ( 3 )
За  время A tK(и н те рвал  t K- ± t K +  Atic число квантов  
б у д е т  об р азо ван о  налож е н и е м  полей  от ряда импульсов ,  к о т о р ы е  
у л о ж и л и с ь  в Atn, с л е д у я  с частотой
J k =  / о  +  L f к ;
Лсд /^с //сд*/с
A N ^ ( A V ljn) =  2  Д М * *  ( ^ Г у к ) .  =  2  lA N ‘S) +  Z L N y ( A V ijn) I  ( 9 )
I = I J = I
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Так  как  rift =  <  п > 4- AniS  ф л у к т у и р у е т  от цикла к ц и клу  у с к о ­
рения ,  а т а к ж е  ф л у к т у и р у е т  энергия ускоренных э л е к т р о н о в  
то  условн ое  матем атич еское  ожидание  A A i ^ 1 ( A r i y f t )  будет  случайной 
величиной,  которую представим:
AAii j (A r iyft) = [ < « > +  ДяЭД +  Apij ( £ # ) ] , (10)
где <  п > — среднее  значение  числа ускорен н ы х  элект рон ов  в им­
пульсе  усредненное  по всем реализациям s.
AriZi — от клон ен и е  от среднего  в г-ом цикле ускорения  на ин­
т е р в а л е  A t Kреализации s.
AP i j ( E l i ) =  I-AEk1 =  ацАЕкі — изменение вероятности излуче-
дЕе I о _  Е
ния в элемент  ЛГ/у* в. связи с отклонением энергии Екі от  средней E0
tu \tn
»ft
Рис. 1. М одель отрезка s -ой реализации последователь­
ности импульсов ускоренных электронов, сбрасываемых 
на мишень
С учетом эт о го  отклонение от  среднего ЗЛА**) (AFiys) числа квантов 
в ДГіу* п р е д с та в л я е т с я :
/о“ л /  f ^ t K
5АА<) (АГіа) == <  п> 2  А (EZi) +Pi3 2  Ая +
I= I /= t
о к
■F 2  п Pd4" qA a F  (ATijK) -j- о. ( 11)
г= і г - і
Зд е с ь  было принято
<  A N (АГіук) >  =  <  п > pij f0AtK ( I l a )
— безусловное математическое  ожидание числа кван тов  в ДГіу* 
0 — величины второго  порядка малости относительно среднего  з н а ­
чения.
Написав выраж ение  для  8АА<3) (АГР7Г) гі у м н о ж и в  его  на ( I I ) ,  
после  усреднения  по реализациям s (в силу эргодичности  д (  ) — 
по п р о м еж у тк а м  (Д/к) найдем ковари аци ю  м еж д у  случайными
величинами: ДА (ДГіук) — числом квантов  в ячей ке  Al іук =  
ф а з о в о г о  пространства и ДА(ДГМГ) — числом квантов  в АГР?Г с учетом  
д оп ущ ен и й  (§ 3):
П
f o ^ K  /пд ^г /о д /^с /о  A Z/-
Ki jKt pqr =  <С ^  ClijCLpq К /c/, тт +  Pi j Pp q  2d  2 1  Ккі ,  гт +
Z = 1 TTl = I / = I m = l
f 0MKf X t T
+  < п  > 2 PijPpqM lcAtrKfK,г + < п >  Pijapq 2  2  ATifm +
Z = I т = 1
fo^Lк fo^Lг
+  < п >  UijPpq 2  2  A L r m  +  <  Я  >  / о  [ / Г А - ]  '  Г Г Г  ?i 8 / /
где
IJRt pqr : (12)
Z = I m = l
K t u r m  =  M
Ккі ,  rm =  M  A ftrm ]
K i r =  M [Afк. Afr]
KVurm = M  
КкСгт = M
При вычислении составляющей,  обусловленной статистическим 
характером радиации на мишени,  биноминальное  распределение  
ап проксимировалось  пуассоновским (учитывая:  <  >  ^  IO10; <§Т 1).
Заменим импульсный во  времени поток nK(t) эквивалентным н е ­
прерывным n(t)  так ,  чтобы за любой п р о м е ж у т о к  времени
1
At к >
/ о
J ft (t) dt  =  ^ n i (13)
/ - ï
и сохран ялось  бы распределение  электронов  по энергиям (т. е. здесь  
речь идет  об огибающ ей n(t ), тогда  получим:
KljK,J , pqr
< І > 2
2 TlijOpq
Mk Mr
0 0
PijPpq 2^ I I K 1 (J\t'l) dt \dt2 H“ І ^  PijU
Ke ( ½ )
Mk Mr
I
PO e 2
O O
K ke (Qt2) dtydt-, +
O O
+  <  I >  OijPpq —  \ \ Ke-1 ( txt 2)) dtxdt2 +
O O
< / • >
n
P i j P РЧ
O O
K f  ( Ш  Clt1Clt2 +
A/« AZ1
+ PU j <  i  >  QZ1 5 Ppq J < t >dU 8 »IjKy pqr- (14)
Д ан н ое  выражение П 1)  опре де ля ет  ковариацию м еж д у  числом кван­
тов с энергией Ei-+- E  YAEii распространяющ ихся  в телесном у гл е  у, 
в о к р у г  Йу в течение  AtK и числом квантов  с энергией Ep -+- Ep + AEpy 
распространяющихся  в телесном угле  AQq вокруг  Qq в течение Atri 
т. е. для  простого  случайного  поля  TV(Г/у*), для  которого
AN (ATijK) = N  (Гик)АГ
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и соответственно
К Ь к . р я г  = К [ Ш ( \ Г и к );ДTV (ДГетг)] =  д [ T V ( V ) ;  TV ( V ) I  (15)
Выше упоминалось  что поле TV(Г),  описывающее пучок т ормозного  
излучения ,  я в л я е т с я  пределом п о с ледов ательн ости  простых полей,  
а его  ковариантная  ф ункц ия  — пределом соответствую щ ей п оследо­
вательности ковариантных ф ун кц и й  простых  полей,  т. е.
K n (Г жГ2) =K [TV(ГО; TV(Г 2)] =  Hm
д г - > о
I j ,д
І \  I j K ,  pqr
ДГ2
(16)
У чи ты вая  ДГ =  ДСД2Д7 =  ДГ'Д7 из выражений (14 и 16), пе реходя  
к пределу,  получим
K n (T1T2) =  ^ C l ( T f 2) Ks (L t2), (17)
где
G. ( Г , Г 2 )  = - + < / > * « *  (Г,) а* (Г2) K 1
K2(LL) =  K1 
K3 (LL) =  Ki e (LL) 
Ki
Ki ( L L ) =K H L D  
A A  уЬ' (г;)б*(гор §(ГІ-г2) K6( L L ) = H L - L ) .
C R r i r b  =  - U *  (г,') 6* ( г о
с Ц г і г Ь  =  4 < г' > 0* (Г>) а ‘ (Г 2)
е2
Cl (ГІГ2) = J  <і>(ГО (ГО
C5( Г . Г а )  =  - J -  <  і > 2 Ь* (Г,) Ъ' (Г,) 
е J l
Сб(Г ,Г2) =
З десь  е — з а р я д  электрона ;
<  і>  — средний ток  с мишени,  при условии,  что все э л ек т р о н ы
о стан авли ваю т ся  в ней;
/ 0 — ср е д н я я  частота циклов ускорения .
к  ( T j ) =
(Eet Е,  Ö)
д Е д й
E = E j а (Г у )  =  —д Г ( Г } )
Q = Q дЕ. (19)
вектор  Г ' =  (Е,  2 ) л е ж и т  на E \ Q .
П е р е х о д я  от тел есн ы х  у гл о в  к облучаемы м п л о щ а д к а м  извест­
ным преобразованием:  / 7 2 =  —  dF,  вместо Q, 7) будем писать
г \
N 0(г ,  Е, t). Ковариантная  ф ункция  поля TV0(T) гд е  Г =  (г ,  Е, t)  
теперь  имеет  вид:
6
I
S=I
KN0(Fxr2) = ^ i Cs(Tlrl) Ks(LL), (20)
где
Gt ( № )  =  —  <  7 > 2 а  ( T b  а  (ГІ) C4 ( Г + Ь  =  - L  <  7 >  а  (Г[) Ь (Т\)
G2( P T 2) =  - 7>(Г”і) Ь(ГО G5( r j r b  = —L -  <і>*Ь(Гі)Ь{ГІ)  
A o
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Среднеквадратичные флуктуации
ô — коррелированность случайного поля N0(T) заставляет  нас по­
нимать его в смысле обобщенной функции, ибо не имеет смысла говорить
* —V
о распределении вероятностей для  TV0(Г)  в каждой конкретной точке Г,
т. е. в данной точке г облучаемой поверхности в фиксированный момент 
времени t, так как дисперсия бесконечна. Однако любой измерительный
прибор, с помощью которого мы будем регистрировать N0(V), произво­
дит усреднение по некоторому объему фазового пространства ДГ: имеет 
определенное энергетическое AE и угловое разрешение AQ, конечную
плоскую апертуру AF и инерционность AT. То есть, вместо N0(T) на 
выходе измерителя мы будем наблюдать величину
являющуюся  функционалом, определенным на х а р а к т е р и с т и к а х  ф(Г)
т. е. дисперсия  будет  конечной, конечным б у д е т  и ср едн еквадра­
тичное отклонение:
но оно б у д е т  непрерывно  зависеть  от характеристик измерительного  
прибора.
Среднее  значение  поля <  AZr0 (Г ) >  находится из ( I l a )  переходом 
к пределу  с учетом преобразовани я  от телесных углов  к площ адкам:  
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Ф о Ы =  U ( F ) W 0 (Г) d + (22)
Г
приборов.  Вычислим дисперсию D<&0 для простейшего случая:
D O 0 (ср) =  M { J  (Г) \N0 (Г) -  <  N0 (Г) >  ] d r }2 =
Г
6
=  i.f ? (F1) И Г )  Kn.(і\Г 2) d r td r2 =  2 > Л ,
Г Г
где
S s  =
дт дт
аФ0 =  Y D  Ф0(Ц ,
=  —  < / > 6 (Г").  (23)
e
Функция распределения вероятностей
Хотя распределение вероятностей поля Ar0(T) в каждой точке не 
существует,  тем не менее можно говорить об этом в-обобщенном смысле. 
Пусть AT — интервал в фазовом пространстве,  по которому производит­
ся усреднение измерительным прибором ф(Г) .  Тогда от каждого импуль­
са ri* распределение у квзнтов нДГ будет пуассоновским, оно будет 
пуассоновским и от ряда импульсов, укладывающихся  во временный ин­
тервал усреднения AT, если параметры электронного потока (п, E e, f) 
фиксированы. Так как в действительности эти параметры флуктуируют 
относительно своих средних значений, то пуаесоновское распределение 
необходимо усреднить, т. е.
OO
р ( IN)  =  J J j ' P ( Щ пі Ee; f )  w ( Ee; f ) d n d E edf,  (24)
U
гд е
p  (Л N/n; Ee; / )  =  2  ~ — l \ Ef~~ е<ШпЕ/>ь(1 — AN) —плотность  вер о я т ­
н о
ности пуассоновского  распределения;
w(n; Ee; / )  — совместная плотность распределения  параметров  
электронн ого  потока.
Д л я  бетатронов  на средние энергии заря д ,  ускоряем ы й за цикл 
я* ^  IO10 эл;  если ДГ т аково ,  что <  ДУѴ >  достаточно велико (ска ­
жем ,  >  IG2 квантов), a w  сосредоточена  около ( <  /г >  ; E0; / 0), 
то  в (24) достаточно о г р а н и ч и л с я  одним членом разлож ен ия  в ряд  
Э дж ворта ,  т. е. получить гауссовское распределение  для  ДN.  Ho в этом
случае  и само поле N 0(T) = будет  распределено нормально с па­
раметрами,  гп ргделенны ми выше. Принятием гауссовской формы 
распределения  ограничиваются  явно или неявно в больш инстве  
практических  расчетов.
Заключение
^  /
1. Случайная составляющая функции N0(T) распределения квантов
в фазовом пространстве (т. е. за вычетом среднего значения N0(T) > )
является  суммой двух компонент: а) компонента No (Г) обусловлена 
флуктуациями электронного потока, полностью коррелирована на F и E 
для каждого t (этот факт используется в дифференциальных схемах);
б) компонента N n (Г) обусловлена вероятностным характером радиации 
на мишени; является  «неоднородным белым шумом» с интенсивностью
■ И ? ) =  < ^ о  ( ? ) > ■
2. Ковариантная  функция / O 0 (Г іГ2) имеет отделимую временную
компоненту.  Временная компонента /C9 ( / і /2) эффективно может быть
определена экспериментально; пространственно-энергетическая компо-
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TV0 (Г) =  lim ß
ДГ->0
д р  <  п  >  A y / o À + j
нента ковариационной функции C s (Г* Г") может быть найдена р а с ­
четным путем.
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